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RESUMO

A teoria proposta por R. C. T. da Costa descreve que a dindmica de uma particula quantica em
uma superficie curva resulta em um potencial geométrico que depende apenas de parametros
intrinsecos a superficie. Sendo assim, as caracteristicas deste potencial sdo provenientes do
formato da superficie curva, o que demonstra uma certa relacdo de singularidade entre a
superficie e o potencial. O presente trabalho tem o objetivo de utilizar a abordagem proposta por
da Costa e analisar algumas superficies curvas e quais os efeitos dos seus potenciais na dinamica
de particulas como os elétrons. Foram analisados os efeitos de curvatura de superficies
cilindricas, esféricas e do tipo toro e, com isso, foi possivel inferir quais as implicacbes destas
superficies na dinAmica quéantica ndo-relativistica.
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1 INTRODUCAO

A partir da formulacdo da mecéanica quantica, a sociedade moderna passou a
experimentar diversos avangos tecnolégicos, como computadores, celulares, transistores,
etc., tornando a teoria quantica a mais precisamente testada e uma das teorias mais bem
sucedidas da histéria da ciéncia (KLEPPNER; JACKIW, 2000).

A teoria de da Costa (1981) apresenta, com o0 uso da geometria diferencial, uma
abordagem que possibilita o estudo de particulas quanticas em superficies. Nessa teoria,
para a descricdo do potencial geométrico, define-se a porcdo de uma superficie

parametrizada 7(u,,u,) e, a cada ponto dessa superficie, associa-se um vetor normal
N(uy,u,). Supondo que a particula ndo pode sair da vizinhanca dessa superficie, é
possivel descrever a posicéo da particula por um vetor R(uy,u,,us) (Figura 1) dado por:

R(uy,up,u3) = ’F(upuz) + ugN(uy, uy).
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Para que seja possivel confinar a particula na superficie, supbe-se que, ao passo
que a particula tenta se afastar da superficie, é definido a existéncia de um potencial 1/,
que atua sobre a particula, e tende ao infinito (V - +o) quando u; # 0, e que é nulo
(V = 0) quando u; = 0. Dessa forma, nas proximidades da superficie, existe um potencial
agindo de forma a manter a particula na superficie. Esta abordagem proposta por da
Costa |he resultou em mais de 600 citacdes, mostrando que sua teoria € utilizada de
forma recorrente pela comunidade cientifica.

Figura 1 - Particula na vizinhanca da superficie
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
A equacao de Schrodinger € uma equacao diferencial cuja solucédo é uma grandeza

chamada funcdo de onda ¥, que carrega informagBes quanticas da particula como a
energia, 0 momento linear e a posicdo, embora seja por uma descricdo probabilistica
(GRIFFITHS, 2011):
in2 = 2y 4y,
at 2m

Escrevendo-se o operador laplaciano da equagéo de Schrodinger em coordenadas
curvilineas e utilizando-se da normalizacdo da funcdo de onda (que envolve uma
mudanca de varidvel para que seja possivel construir a funcdo de onda separavel (X =
X, - X;), obtém-se uma equacao de funcdo de onda normal X,, e tangente X, a superficie.
Esta equacdo descreve o potencial geométrico quantico apenas conhecendo-se as
curvaturas gaussianas e média. Este modelo, pode ser aplicado em um gas de elétrons
bidimensional curvo onde as interacdes elétron-elétron podem ser negligenciadas, ou
seja, elétrons ndo interagentes.

Além disso, foi demonstrado que flexdes mecéanicas que geram curvaturas em
materiais 2D, podem ser usadas para controlar a condutividade elétrica e concentraces

de cargas em alguns materiais como grafeno e fosforeno (YU; RUZSINSLY; PERDEW,;
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2016; JOGLEKAR; SAZENA, 2009), demonstrando que efeitos de curvatura podem ser
observados no mundo real.

O presente trabalho tem o objetivo de compreender quais parametros de uma
superficie curva influenciam na dindmica de uma particula quantica e apresentar as
equacdes que regem a atuacdo do potencial destas superficies, em especial, nas

superficies cilindro, esfera e toro.

2 METODOLOGIA

A metodologia utilizada sera baseada em aplicacdes da abordagem proposta por
da Costa, que faz o uso de conceitos da geometria diferencial aplicada na equacao de
Schrédinger. Assim, serd possivel descrever equacdes e mostrar quais parametros
influenciam no potencial geométrico de acordo com cada superficie estudada.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO
Seguindo a abordagem proposta por da Costa, a equacdo de Schrodinger pode ser
escrita como:

., 0X h X h2
lha—ttz l] 1\/_6u (\/-_( t)—%[MZ—K]Xt.

A partir dela, é possivel descrever a dinamica quantica de uma série de superficies

2
curvas, dado que o potencial efetivo € o termo descrito como V., = — zh—m[M2 — K], em

gue m € a massa da particula, » € a constante de Planck reduzida, M é a curvatura
média e K a curvatura gaussiana. A seguir, serdo apresentados os efeitos do potencial
geométrico em superficies cilindricas de base circular, esfera e toro.
Seja a parametrizacdo do cilindro conforme em Picado (2006),
X(uy,up) = (reos(uy),r sin(uy) , uyp),
onde r > 0 € o raio do cilindro, 0 < u,; < 2w é 0 parametro que varia o angulo no plano xy
e u, € 0 parametro que percorre a altura do cilindro.

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental g;;, o determinante da
matriz dos coeficientes det(gij) =g, bem como a curvatura média e gaussiana do

cilindro, pode-se determinar a equa(;éo de Schrodinger para o cilindro como

iR 0X; _ 1 902X, azxt] h? [ 1 ]
at  2mlrz ou? ' ouZ 2m larz] 't
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Assim, o valor do potencial geométrico efetivo do cilindro € dado por V., = — Zh—m[‘}r2

Dessa forma, nota-se que o potencial tem relagédo inversa com o quadrado do raio da
base do cilindro.
Considere a parametrizacdo ndo global da esfera, descrita por
X(uq,uy) = (rcosu, sinu,,rsinu, sinu,,rcosu,),

em que r > 0 € o raio da esfera, 0 < u; < 2w € 0 parametro do angulo de longitude e 0 <
u, < w é 0 parametro que varia o angulo de latitude (PICADO, 2006). Fazendo os calculos
para a equacao de Schrddinger de forma analoga ao cilindro, porém conforme a
parametrizacdo da esfera, obtém-se a seguinte expressao

.5 0X h2 1 92X cotu, 0X 1 02X
2% ]

at 2m lr2sin2  u, 9u? 2 du, 12 9ul

A equacao acima demonstra que a esfera ndo produz um potencial de curvatura, uma vez
gue todos os termos estdo associados a energia cinética.
Considere agora a parametrizacao do toro como
X(uy,uy) = ((R+7cosuy)cosuy, (R+7cosuy)sinug, rsinu,),
em que R >r >0, R é a distancia do centro do tubo ao centro do toro, r é o raio do
tubo, u; e u, sdo angulos pertencentes ao intervalo [0,2]. Dessa forma, aplicando as
operacdes na parametrizacdo do toro, obtém-se

at ~  2m

ih Xy R [ 1 %X sinu, X, 1 62Xt] h? [rcos2 Uy (R+7 cos uy)—2 cosuz] X
deia 3 s A ‘
2m

(R+7rcosuy) du?  (R+rcosuy)rdu, 12 oul 4(R+7 cos uy)r

ou seja, o potencial efetivo gerado pela superficie toro é

hZ [rcos2

Uy (R+7rcosuy)—2cosu,
Vef = —

2m 4(R+1 cosuy)r
Observa-se que o potencial do toro depende de trés variaveis que descrevem o toro, 0

raio interno do toro r, o raio externo R, e o0 angulo u, entre os vetoresr e R.

4 CONCLUSAO

A partir da parametrizagcdo de uma superficie € possivel estudar o potencial
geomeétrico que influencia na dindmica quéantica de uma patrticula.

O potencial gerado pelo cilindro apresentou uma dependéncia do inverso do
guadrado de seu raio. Ou seja, para cilindros com raios muito extensos a particula nao
sofre acdo do potencial, de tal forma que o seu movimento é semelhante ao
comportamento de uma particula em uma superficie plana.
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No caso da esfera, observa-se a auséncia de um potencial geométrico. Sendo
assim, a superficie esférica independentemente do seu raio, ndo interfere na dindmica da
particula, uma vez que ndo existe o potencial (V =0).

Por fim, para o potencial da superficie do tipo toro, foi constatado uma dependéncia

do raio interno ao toro r, do raio externo do toro R e do angulo u,.
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